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1 Introduction

Résoudre le probleme de controle stochastique est enjeu important dans le do-
maine de mathématiques appliquées, notamment en mathématiques financiere.
En cas ou la volatilité n’est pas connue, 'EDP linéaire de Black-Scholes est
remplacée par une EDP non-linéaire. La résolution de cette EDP en grande
dimension nécessite des méthodes probabilistes comme les équations stochas-
tiques rétrogrades (BSDEs). L’obejectif de notre projet 3A est de comprendre
la représentation de probabiliste des équations Hamilton-Jacobi-Bellman par des
BSDESs, et implémenter de schéma numérique primale et dual pour un modele
a volatilité incertaine. De plus, on a aussi étudié la solustion de 'EDP semi-
linéaire via le processus de branchement.

Voici le plan de notre rapport :

- Dans section 2, on introduit les connaissances fondamentales du controle
stochastique. Beaucoup d’EDPs non-linéaires en finance sont de type
de HJB. L’approche numérique classique de la méthode des différences
finies (programmation dynamique), mais qui demande une complexité tres
cotliteuse en grande dimension.

- Dans section 3, on présente tout d’abord premier ordre BSDEs (1-BSDEs),
qui proposent une représentation probabiliste de solutions des EDPs
paraboliques non-linéaires, en généralisant la formule de Feynman-Kac.
Cependant, les EDPs correspondantes ne peuvent pas étre non-linéaires
dans la dérivée du second ordre et sont donc reliées a des équations HJB
sans controle sur le terme de diffusion. Pour régler ce probleme dans le
modele a volatilité incertaine, on introduit une nouvelle classe des BSDEs,
second ordre BSDEs (2-BSDEs). A c6té de schéma numérique, on pro-
pose deux solutions biaisées : la méthode primale (sous-estimateur), et la
méthode duale (sur-estimatuer).

- Dans section 4, on étudie un autre type des EDPs : EDP semi-linéaire, et
la solution via le processus de branchement, et sa généralisation : proces-
sus de branchement indiqué.

On présente les résultats des exemples numériques a la fin de chaque section.



2 Controle stochastique, EDP

Dans cette section, on suit le chemin dans [H.07] et introduit la partie théorique
du probleme de contréle, de I’équation de HJB et de BSDE.

2.1 Controle et optimisation stochastique

Un probleme standard du contréle stochastique est composé par trois parties:
I’état du systéme, le contréle et la performance.

L’état du systeme est une dynamique qui contient toutes les variables quanti-
tatives. Il consiste d’une partie déterministe et une autre partie stochastique
et il quelques-fois intervient avec le controle, donc on I’écrit souvent comme un
processus d’'Ité ou EDS si les parametres ne sont pas constantes:

dXb" = b(XL" ag)ds 4+ o(XET ag)dW s

¢
X" =z

ou Xy, Wy et oy signifie sépara-ment 1’état, les factors stochastiques et le controle.
On remarque que le factor stochastique est généralement traité comme un mou-
vement brownien, qui représente une fluctuation aléatoire et apparait partout
dans la nature et dans le carde de finance. En plus, chaque composant de facteur
aléatoire peut étre dépendant et caractérisé par la covariance quadratique

< dWE dWi >= p¥

La dynamique «; est influencé par un controle désigné par nous en fonction de
toutes les informations disponibles jusqu’a l'instant ¢, donc c’est un processus
F: — adapté. La valeur permise pour le controle est dite l'espace de controle
A(t, z) qui peut aussi varier par rapport le temps et 1’état.

ap € A(t, )

Finalement, ’objet du probleme de contréle ou d’optimisation vise a minimiser
une fonction objective J(t,x,a), ou t,z représente le temps et I’état initial.
Généralement, il a une version en horizon fini T' < oo

J(t,z,a) =E

T
/ f(S,Xﬁ’x,as)ds+9(X?I,OZT)] (1)
t

et une version en horizon infini, qui prend en compte que ’état pendant le
processus car il n’y a plus I’état final

J(t.7,0) = E { /t T fs, X1, as)ds} @)



En économie, la fonction du cout s’interprete 1'utilité. Pour la suite, on se con-
centre dans 1’équation 1 et on note la valeur maximale d’une fonction objective
parmi les controles permises

u(t,z) = sup J(t, )
acA(t,z)

2.2 Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

Une stratégie de traiter le probleme de controle est la programmation dy-
namique, qui commence par juste avant la derniere étape afin de trouver la
stratégie optimale. Puis, on répete cette procédure et utilise les stratégies
déja connues de chercher celles a partir d’une étape plus avant. L’équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB) est sa version infinitésimale.

On développe cette fonction en temps ¢ + h et alors

t+h
u(t,z) > E / f(s,Xﬁ’z,as)ds—|—u(t+h,X:fh)
t

En utilisant la formule d’It6 en cas la fonction est réguliere et de croissance pas
trop rapide:

t+h
u(t + h, Xttfh) =u(t,z) + / (% + L%)(s, X2®)ds + martincale locale
t
On plonge ce terme et obtien
ou o
——(t,x) — sup[LY(t,z) + f(t,z,a)] <0
ot acA

En fait, quand on prend la stratégie optimale, I'identité est atteinte. Alors cette
fonction suit 1’équation d’"HJB
ou

——(t,x) — sup[LY(t,z) + f(t,z,)] = O
ot acA

u(T, x) g(x)

A Tautre coté, le théoreme de vérification nous assure l'existence de la solution
de I'équation sous certaines conditions de régularité et cette solution optimise
aussi la performance. Donc, pour étudier un probléeme d’optimisation, il suffit
d’étudier son équation de HJB d’abord. En réalité, apres la discrétisations,
I’équation de HJB revient a la programmation dynamique, qui sera présentée
dans la sous-section prochaine.



2.3 Méthode des différences finies

Pour résoudre I’équation de HJB numériquement, on présente le schéma d’FEuler
rétrograde (programmation dynamique)[G.05].

Par exemple, en dimension 1, on définit At = T/N,t, = nAt,ul = u(ty,z;),
ol (x;) ez est une suite dans 'espace de X avec z;11 —2; = Az >0

-1 , , ,
uo = = sup o) Wiy 20 F i +bau;'+l — U + f(tn, 2, @)
At acA |l 2 (Az)? 2Az e
ul = g(x)

Attetion : il faut bien respecter la condition CFL afin d’éviter ’explosion.
C’est-a-dire
o?At < (Ax)?

3 Meéthodes d’équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades

Dans cette sous-section, on introduit I’équation différentielles stochastiques rétrogrades,
qui est d’une part non-trivial dans maths, d’autre part une méthode généralisant

la formule Feynman-Kac et nous propose une maniere probabiliste de résoudre
I’équation de HJB.

On révise I’équation déterministe

dx
E = f(l‘, t)
z(0) = o

il n’y pas de différence de résoudre le systéme dans le sens rétrogrades si I'on
applique l'inverse du temps et f saitifait la condition Cauchy-Lipschitz.
En revanche, pour I’équation stochastique, une intégration

T T
Y, =Yr +/ f(s,Ys)ds Jr/ ZdW's
t t

n’est pas une solution de I’équation
dY; = f(t,Ys)dt + Z,dW,

a priori car on sait pas si Y; est adaptée. Donc, on a besoin de justifier la
solution BSDE.

Pour la suite, on va introduire 1-BSDE d’abord puis sa version généralisée 2-
BSDE. En concernant la solution numérique, on présentera ensuite la méthode
de Monte-Carlo et la régression empirique. Cependant, on va voir la solution
numérique est généralement un estimateur sous-optimal et afin d’obtenir un
sur-estimateur, on applique la méthode dual, qui sera incluse a la fin de cette
section.



3.1 1-BSDE
On donne d’abord la définition de BSDE

Définition 1 (1-BSDE) Une solution de 1-BSDE est un couple (Y,Z) de (F;)-
adaptée Ité processus qui prend sa valeur dans R x R¢ et satisfait

dYy = —f(t, X4, Vs, Zy)dt + Z;dW,
Yr = g(X7)
dXt = b(Xt)dt+J(Xt)th

L’équation signifie que

T T
Y, = g(Xr) + / F(s, Xo Yo, Z,)ds — / Z.dW's
t t

La fonction déterministe f est dit générateur. On souligne que le terme de
diffusion Z est une partie de la solutions.

Le théoreme suivant sur I'existence et 'unicité de BSDE, démontré en premier
dans [PP90], est impressionnant

Théoréme 1 [PP90] On suppose que f : [0,T] x RE x R x R" — R est une
fonction qui saitisfait la condition Cauchy-Lipschitz

|f(t7x7y1721) - f(t7xay2722)| S K(|y1 - y2| + |’2"1 - Z2D

et f(-,-,0,0) € H? et g € L?(Q, F,R%), alors il existe unique solution adaptée
(Y,Z) de définition 1.

En utilisant ce théoréme, on généralise la formule de Feynman-Kac

Proposition 1 La solution de l’équation 1 est donné par {(Y}*, Zb*),t < s <
T} = {(u(s, Xb%), Dyu(s, X% o(s, X0%)),t < s < T}, ot la fonction u satis-
fait

_ou Lu— f(t,z,u,(Dyu)'o(x)) = 0

ot
wT,z) = g(x)

Si ’équation au-dessus associé a BSDE a unicité, on peut aussi utiliser la solu-
tion de BSDE de représenter la solution de cette équation. Ce nous permet de
résoudre 1’équation de HJB, qui contient un terme non-linéaire. On va montrer
cette idée par un exemple concret dans la section suivante.

Discrétisation de 1-BSDE
En concernant le schéma numérique, on discrétise 'intervalle [0, 7] en utilisant
h=T/nett, = %, puis le processus Xth est simulé par le schéma d’Euler en
pas discret. Alors I'intégrale stochastique s’écrit

h h

ti—1

= f(t"'_hXZ‘fl’n}Ll’Zthifl)Ati + ZthiflAWti



SiI'on prend l'espérance conditionnelle, 'intégrale stochastique s’annule. D’apres
la méme technique, on le fois par AW;, et puis applique 'espérance condition-
nelle, le terme dt disparait. Donc, on propose le schéma comme suivant.

o= g(x{)

Y = Bl + f(t X0 Y Z0) At
1

Zyp_, = EEi—l[Y;]:AWti]

Une question naturelle est comment implémenter I’espérance conditionnelle dans
I’approche numérique. Grosso modo, ’espérance conditionnelle réalise une ap-
proximation optimale dans sous-espace, qui nous inspire d’utiliser la régression.
Une stratégie de régression empirique sera présenté dans la section suivante.

3.2 2-BSDE

Dans 1-BSDE, les dérivés de second ordre sont linéaires. Maintenant, on intro-
duit 2-BSDE (BSDE de second ordre) [GJ13] pour UEDP correspondante qui
peut étre non-linéaire en dérivés de second ordre, et donc connecté a 1’équation
HJB avec un contréle sur les coefficients de diffusion.

Définition 2 (2-BSDE) Soit (Y3, Z,T't, a)eecjo,r) un quadruple de processus

(Fy)-adapté a valeurs dans R, R?, 8¢, et RY. On appelle (Y, Z,T', a) une solution
de 2-BSDE (Markovien) si

dX, = b(t, X))dt + o(t, X,)dW,

ayy = —f(t, X, Yy, Z, Ty)dt + Zy o dWs
dZ, = oudt+Tyo(t, X,)dW,

Yr = g(Xr)

D’ot ¢ désigne l'intégrale de Stratonovich. L’utilisation du produit Stratonovich
est uniquement pour des raisons de convenance et peut étre remplacée par une
intégrale d’Ito

A, = (~f(t, X0, Yoo 2, T) + 5tx(o(t, X)o(t, X, To)di + Z,dW,
On considere ’'EDP parabolique entierement non linéaire
owu(t,z) + f(t,x,u, Dyu, D2u) = 0
uwT,z) = g(z)
Une application directe de la formule d’Ttd6 donne le résultat suivant :

Proposition 2 (Extension de Feynman-Kac) Soit u une fonction réguliére
(assez réguliére pour appliquer la formule d’Ité) qui satisfait ’EDP au-dessus.
Alors (th = u(t,Xt), Zt = Dwu(t,Xt), Ft = Dgu(t,Xt),at = (Gt—l—ﬁ)Dwu(t,Xt))
est une solution de 2-BSDE, ou L est le générateur It6 de X.



Discrétisation de 2-BSDE
Procéder comme 1-BSDE, on obtient le suivant schéma de discrétisation (im-
plicite) pour 2-BSDE :

h h
Ki_lﬂ Zti_lv

vl =BV + (f(tio, X,

i—1 i—17

re)

1
- itr[a(ti_l,Xt?;l)a(ti_l,Xtyil)’l“,’}iil])Ati

1 _
Z71 :7A U(ti—laXthifl)/ lEi—l[}/t}:AWti]
t;
1 _
I :—AtiEi_l[ZthiAWt’i}a(ti_l,XZ?H) !

Y =g(X])
Z! =Dg(X]")

3.3 Régression empirique

Avant d’attaquer la solution numérique de BSDEs, on introduit régression
empirique[E.13],une technique trés utile, pour calculer l'espérance condition-
nelle dans la programmation dynamique.

Définition 3 (Fonction espérance conditionnelle (fonction de régression))
Considérons deuz variables aléatoires O et R, la premiére a valeurs dans R, la
seconde dans R. Nous supposons que R est de carré intégrable et nous notons
M(.) la fonction de régression définie par

E(R|O) = M(0) p.S.

Etant donné un échantillon (O(m)7R(m))1§m§M, une procédure de régression

empirique vise & produire une fonction My (.) - construite & partir de ’échantillon
- qui approche (dans un certain sens) la fonction de régression M (.) inconnue.

Il existe de nombreuses méthodes de régression empirique, ici on concentre sur la
méthode des moindres carrés empiriques linéaires, consistant a calculer M, (.)

sur un sous-espace vectoriel de dimension finie ®, engendré par K fonctions de
base {¢r(.): 1 <k < K}:

b = VeCt.(¢1,~~‘7¢K)

K
{p: RIS R tg FaeRE et o):= Z apdr() = a- o)}
k=1

On a deux remarques immédiates : plus K et 'espace ® seront grands, meilleure
sera ’approximation ; plus ’échantillon M sera important, meilleure sera 1’estimation
des coefficients dans ®. Dans la suite, on suppose toujours M > K de sorte a
éviter les problemes de sur-paramétrisation.

Puisque M(0O) minimise

E((R —Mo)*| = E[(R - E(R|0))*] + E[(E(R|O) — Mo)’]



sur toutes les variables aléatoires Mo de carré intégrable et o(O)-mesurable.
11 est naturel de prendre pour My, (.) la fonction ¢ € ® minimise le critére
quadratique empirique

M

1 DR (0

En fait, cela revient a choisir les coeflicients sur la base égaux a

M
1
M. _ i (m) (m)y12
a™ = argmin — E R —a - ¢p(O'™)
a€ERK M m:l[ }

puis de poser .
Mar(-) = a™ - ¢(.)

3.4 Meéthode primale : de backward a forward

Appliquer 'algorithme backward en utilisant la technique de régression em-
pirique. On obtient déja un estimateur de Yy = (0, Xp). Néanmoins, on ne
sait pas c’est un sur-estimateur ou sous-estimateur. En particulier, dans le cas
de controle stochastique, par exemple u(t,z) = Sup,e () J(t,z, @), on peut
construire un sous-estimatuer en faisant les suivants :

1. Simuler M; copies de X avec une diffusion fixée.

2. Appliquer l'algorithme backward en utilisant régression empirique, en
méme temps, on obtient les estimateurs Y, Z, T, etc.

3. Simuler M, copies indépendantes de X en choisissant le controle sous-
optimal a*. On obtient le sous-estimateur

1 &
LS h,m
U :75 Yr
Moy =

3.5 Meéthode duale

Dans la section précédente, on a parlé de la méthode primale et de backward a
forward, qui réalise un sous-optimal estimateur, qui ne suffit pas dans quelque
situation pratique et on veut en plus connaitre sa borne supérieure. Dans cette
section, on propose un autre sur-estimateur qui s’appelle la méthode dual in-
troduit dans [HLLR16].

On rappelle le probleme d’optimisation.

u(t,x) = sup E

T
/ F(s, X5%, a,)ds + g(X5°, ar) (3)
acA t




On propose une autre intégrale

T T
OU¥(t,x) = g(Xl}’I,aT)—&—/ f(s,Xﬁ’ﬂans—/ 0s (X0 ag)o(s, ag, X0T)dW,
t t
vt x) = infE[max @a"p]
peUd ac Al

Ot U est un espace de fonction bornée et adaptée et A" est I'espace admissible
discret. La conclusion est que

u(t,z) = liltii}(l)af v (t, x)

On donne une justification courte en utilisant que la fait que l'intégration
stochastique par rapport une fonction bornée est une martingale.

u(t,z) = lim sup E[@V¥(t,z)]
h—0 acAhr

< lim E[max %% (¢, )]
h—0 “acAl

= w(t,z) <liminfo"(t,z)
h—0

Donc, c’est effectivement un sur-optimal estimateur. D’ailleurs, une remarque
importante est que ¢* = J,u réalise le minimum.

3.6 Exemples numériques
Dans cette sous-section, on utilise quelques exemples d’illustrer 'avantages de
différente méthodes.

3.6.1 1-BSDE

Le premier exemple, on s’intéresse a résoudre le probleme de controle stochas-
tique

Uo = u(t,x) = sup ]E[€7 ftT )\Sdsg(X;I)]
ASG[O)B]

ou {X5* t < s <T} est la solution de 'EDS

dXs = oXdWy, t<s<T

L’équation de HJB associée s’écrit naturellement

ou  o?z20%u

PR — — _ + =
ot T2 a2 TP 0

uwT,z) = g(x)

10



On a aussi la représentation de 1-BSDE

Y, = —p(=Y.)"ds+ Z.dw,
Yr = g(Xr)

Le schéma numérique s’écrit

Discrétisation. On désigne At = (T'—t)/N, t; = t+iAt, AW, = Wy, =Wy, _,,
1=0,...,V.

On considere encore le schéma d’Euler rétrograde

)/tiiiftm—l = 7/8(7ni—1)+At+Zti—1Ath
YtN = g(XtN)

On donne F; la filtration naturelle du processus (X;)i<s<r. En général, il n’y
pas de variables aléatoires F3, ,-mesurable Y;, ,, Z;, , qui satisfont 1’équation
au-dessus. Par conséquent, on considere un scheme implicite en prenant ’espérance
sous JFy,_, sur les deux c6tés d’équation [GJ13]

1/751:71 = ]Eti—l [}/tz + ﬁ(_Ytz)JrAt]

Grace a la technique de régression empirique introduit dans la Section 3.3, on
a une solution par simulation backward

Algorithm 1: Simulation Backward (1-BSDE)
Input: M, N,® : nombre de simulation, nombre de discrétisation, espace
de bases de régression
Output: coefficients de régression (d(n))QSnSN_l
for m from 1 to M do
Simulation de X{",i=1,2,...,N
LY =9(X7Y)
for n from N —1 to 0 do
Ri ., =Y +68(=Y:,,, )T AL
& = arg ming, cpx ﬁ Z%zl[R?ZH
Y = &M . qﬁ(”)(Xt’Z)

n

w N =

—a- ¢(n)(thZ)]2

B >N B N

return (&™)g<p,<n 1

®

Donc on obtient I'estimateur uf*PF =¥; = &) . ¢(0)(X,).

Sous-estimateur

En fait, une fois que 'on a les coefficients (d("))ogng\uh on peut poser Yt =
@™ . ¢ (X, ) pour 0 < n < N — 1. Et puis, on obtient un (sous-optimal)
estimation de controles (\*)

S\?zzﬂl{ytm@}, pour 0<n<N-—1.

11



En faisant une deuxiéme simulation indépendante (forward) avec le sous-optimal
controle, on obtient un sous-estimateur

T 3 * x
ukS = Bem I Nideg(X47) < wg

Algorithm 2: Simulation Forward (1-BSDE)

Input: M, N, ®, (d("))ogngN—l : nombre de simulation, nombre de
discrétisation, espace de bases de régression, coefficients de
régression

Output: Sous-estimateur de u(t, z) = sup, _¢jo g Ele” I Asds (X 127)]

1 for m from 1 to M do
2 for n from 0 to N —1 do

3 L }:/tm —am. ¢(n)(Xt”Z)

4 Aln = Bl{i’gg<0}
5 VnL - eiAt Z,JY;OI S‘IZQ(XQLV)

M
6 return uf® = 30 Vi,

Résultat numérique
Pour la simulation numérique, on prend

z = 100
o = 03
3 = 0.05
T-t = 10
glx) = z-K
K = 90,92,...,110
MBpackwara = 1000
Mporwara = 10°
N = 10

Et on prend {1,z} comme les bases de régression. Dans les deux Figures suiv-
antes, on voit que u(])as PE fuctue autour de ull /B (la référence); uOLS est toujours

un peu au-dessous de ufl/B. Cest ce que I'on attend.

12



HJB et Backward, base={1, x}

—e— HJB
—e— Backward

Price

90 92 94 9% 98 100 102 104 106 108 110

Figure 1: Pricer de HIB et de simulation Backward (base : {1,z})

H)B et Forward, base={1, x}

—e— HJB
—e— Forward

Price

90 92 94 9 98 100 102 104 106 108 110

Figure 2: Pricer de HIB et de simulation Forward (base : {1,z})



Table 1: Différents Pricers

K Tl | ufSDE | oS | 95% IC do ul®

90 | 17.48 24.25 | 17.17 [16.94, 17.39]

92 | 15.89 13.62 | 15.64 [15.41, 15.86]

94 | 14.31 15.89 | 13.98 [13.76, 14.20]
[ ]
[ ]

96 | 12.76 | 10.52 | 12.54 12.32, 12.76
98 | 11.22 8.34 11.01 10.79, 11.23
100 | 9.68 12.06 9.30 9.08, 9.52
102 | 8.14 5.15 8.04 7.83, 8.26
104 | 6.62 6.76 6.37 6.16, 6.59

108 | 3.60 3.96 3.66 3.44, 3.88
110 | 2.11 4.27 1.95 1.74, 2.17

[ |
016,020
106 | 511 | 512 | 4.86 | [4.64, 5.07]
[ ]
[ ]

3.6.2 2-BSDE : modeéle a la volatilité incertaine

Le deuxieme exemple est le modele a la volatilité incertaine, dans lequel la
volatilité est dans un ensemble compact au lieu d’un constant.

Soit (W/)¢>0,1 <i < d,d mouvements browniens corrélés et (X, )i ,1<d,d
actifs qui satisfont

X7 = (X7 AW
d<W Wi>, = pidt
ou la matrice de covariance p* signifie la corrélation entre différentes mouve-

ments browniens. Dans ce modele, on connalt que la borne de volatilité et
corrélation i.e

2
_ = LA _
a=([Tetah < {(} 7)spet-ru}
puis on veut obtenir le sur-réplication pricing.

up = sup E[g(X7")|F]
(0.p)EA

Stratégie 1 : EDP et HJB La premiere stratégie est relier ’équation de HJB
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de cette optimisation, qui est

owu(t,z) + H(z, D2u(t,z)) =0
uwT,z) = g(x)

d
H(x, Diu(t,z)) = max Zpijaiajxiijfju(t,x)
=1

1
2 (U,p)tG.Ai

Stratégie 2 : 2-BSDE La deuxiéme stratégie associe cette optimisation avec
2-BSDE

dZ, = Eudt+TdX,
1
dY, = —H(X;,T})dt+ Z,dX, + §(aXt)TFt(aXt)dt

ouY; = u(t, Xy), Zy = Opu(t, Xy), Ty = 02,u(t, X¢). Comme on a discuté dans
les sous-sections précédentes; afin de le résoudre, on divise en trois parties.

e Implémenter le backward et obtenir la meilleure approximation pour I';
et Z; dans ’espace de base ®.

e Lancer un forward avec les coefficients obtenus et calculer le sous-estimateur

s,

e Utiliser la méthode duale pour le sur-estimateur ud“% en estimant la borne
supérieure chemin par chemin.

On détaille chaque étape. Pour la suite, on suppose que p est constant mais
o est incertain dans notre modele. On désigne At = T/N, t; = iAt, AW;, =

Wy, =W, ,i=0,...,N.
Pour I'étape de backward, initialement, on pose & = % et simule X;. La
formule de régression empirique s’écrit
5l ool el Al y—1
Zti71 = ]Eti—l[ ti ti](Xtiflo—tifl)
il Sl vl Al =1
ng,l = Ei | tJl tJ(Xti,lo-tl,l)
N 1
l —1yp7k
U, = At Z(p)zk Wi,
k

ou (p)fk1 signifie le terme [k de I'inverse de la matrice de covariance p. On trouve
les coefficients de polynéme pour approcher I', Z a chaque instant apres le traite-
ment. Dans notre exemple, on choisit la base comme {1, 21, z2, x%, x%, X122}
On remarque que pour l'instant ¢ 7, Z;, ne peut pas étre réoccupé par la maniere
au-dessus, mais par %(th)-

Dans I’étape forward, on re-simule le mouvement brownien Wy, et pour chaque
trajectoire et chaque instant ¢;, on utilise les coefficients obtenus de calculer une
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approximation I';. Ensuite, ce I' nous permet de calculer le contrdle o par

d
0 = arg max E plota? xt? TV
max
o€leo] S

et la trajectoire optimisée par o réalise un sous-estimateur.

Finalement, grace aux coefficients de régression de Z, on obtient une borne
chemin par chemin

ugual =IlmE l max {Q(Xgip) - Z Zuaa (X5 = Xg?pl)}l
i=1

h=0 | (o,p)€A"

On remarque ici o n’est plus obtenu par 'optimisation de Hamilton comme dans
la méthode de forward. En revanche, il vient de 'optimisation globale définie
au-dessus.

On liste les algorithmes des trois étapes au-dessous.

Algorithm 3: Simulation Backward (2-BSDE) pour UVM

Input: M, N, ®: nombre de simulation, nombre de discrétisation, espace
de bases de régression

Output: coefficients {dy,, 3,0 <n < N —1}

for m from 1 to M do

Simuler Wt(:"'), n=12...,N

Simuler )A(t(;n) en utilisant & = E;—g, n=12...,N
LYY =X
for n from N —1 to 0 do
for | from 1 to d do
Ol = & Do Wh
Zj, , =By, [V, U)X, 61, )7

bn—1 n—1

& = coefficients de régression

N =

[ )

© 0 N o wm

10 for I,k from 1 to d do

il 7J 77 (Yl Al -1
11 Iy, =B [4 UL (X, 60, )
571 . , .
12 B1" = coefficients de régression
L tn—l
13 }/tnfl =

v, [Ye,)+ (H(X,, . Ty, ) — 350 p6ieiXi X TV At

n—1"th—1

14 return (&, )o<n<N-1, (Btn)ognSN—l

16



Algorithm 4: Simulation Forward (2-BSDE) pour UVM

Input: M, N, ®, (Btn)OSnSN—l : nombre de simulation, nombre de
discrétisation, espace de bases de régression, coefficients de
régression

Output: Sous-estimateur de up = sup(, , 4 E[g(X7")]

1 for m from 1 to M do

2 for n from 0 to N —1 do

3 Simuler Wt(:T)

4 for I,k from 1 to d do

: [ mi™ = Bt o(x ) ()

6 at(n ™) = = arg maX, ¢y, H(Xl (m) P(m))
7 for [ from 1 to d do

(b (m)y2 (WL _wlm
s L XBM = X o= (o A Bro (W e, )
9 return ul® _MZm 19(X ))

Algorithm 5: Méthode duale pour UVM

Input: M, N, ®, (44, )o<n<n—1 : nombre de simulation, nombre de
discrétisation, espace de bases de régression, coefficients de
régression

Output: Sur-estimateur de ug = sup, ,)e 4 E[g(X7")]

1 for m from 1 to M do

2 | ot —agmax e {o(X07) = DL, 20, (X - X))

3 (z (m) dépend de o implicitement, donc il démande une recherche
globale)

4 X m) 7Gem) .= Simulation en o(*™)

n=1“tn-1 tn—1

dual _ M
6 return ud"* = - Zm:l Vim)

Résultat numérique

En concernant le résultat numérique, on prend d = 2, Xy = 100,00 = 0.1,5 =
0.2,7 = 1. Pour la méthode backward, on lance M; = 2'3 trajectoires et on
discrétise le temps en Ny = 4 pas avec la base {1, 21, z2, 2%, 23, 7122}. Pour la
méthode forward, on re-simule M; mouvements browniens indépendamment et
en Ny = 16 pas. A cause du calculs lourds, on simule que M, = 20 trajectoires
en N1 = 4 pas. La fonction de payoff d’option outperformer spread est

(X2 —09X3)" — (X2 - 1.1X4)"

et on varie le corrélation p = {—0.1,—0.3,—0.5, —0.7, —0.9}. Ci-joint le résultat.
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Comparison between three methods for 2-BSDE

T T

13

pricing

e—e u HJB
e—e ulS
e—e u DUAL

8 T T | | | | |
-0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -04 -03 -0.2 -0.1
correlation

Table 2: Outperformer spread option pricers

P uFSPE ul® ull7B | uPUAL T 95% IC de ul® | 95% IC de uPVAL

20.100 | 9.362 | 10.644 | 11.408 | 12.698 | [10.479, 10.809] | [12.140, 13.257]
-0.300 | 8.959 | 11.010 | 11.422 | 12.555 | [10.844, 11.175] | [12.010, 13.100]
-0.500 | 8.843 | 10.679 | 11.425 | 11.925 | [10.512, 10.847] | [11.371, 12.479]
-0.700 | 8.931 | 10.586 | 11.430 | 11.894 | [10.421, 10.750] | [11.346, 12.443]
-0.900 | 8.968 | 10.202 | 11.415 | 11.420 | [10.035, 10.369] | [10.874, 11.966]

4 Processus de branchement

Dans les section précédentes, on a introduit 1-BSDE et 2-BSDE. Ils fournissent
une généralisation du théoreme de Feynman-Kac pour les EDP non linéaires.
Malheureusement, dans la pratique, la résolution numérique des BSDE nécessite
le calcul des espérances conditionnelles, en utilisant généralement des méthodes
de régression. Il est difficile de trouver des régresseurs de bonne qualité, no-
tamment pour les portefeuilles multi-actifs. Ceci nous amene a introduire une
nouvelle méthode basée sur des diffusions de branchement indiqué décrivant un
arbre aléatoire Galton-Watson.

4.1 Processus de branchement

Les diffusions de branchements ont été introduites pour la premiere fois par
McKean et Skorokhod pour donner une représentation probabiliste de la EDP
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de Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (KPP) et plus généralement de EDP semi-
linéaires du type

Ou+ Lu+ B(¢) <ipkuk - u) = 0 sur [0,T)xR? (4)
k=0

w(T,z) = g(z) sur RY (5)

avec 8 > 0. Ici, la non-linéarité est une série de puissance dans u ou les coeffi-
cients pg doivent étre non négatifs et sommer & un:

flu) = Zpkuk, Zpk =1, 0<pe<1
k=0 k=0

L’interprétation probabiliste d’une telle équation est la suivante.

- Laisser une seule particule commencer & l’origine, suivre une diffusion It6
sur R?, avec le générateur L.

- Apreés un temps exponentiel 3(.) moyen (indépendant de X) meurent et
produisent &k descendants avec probabilité py (k = 0 signifie que la partic-
ule meurt sans générer de descendant).

- Ensuite, les descendants effectuent des diffusions Ité indépendantes sur R¢
(avec le méme générateur £) a partir de leur lieus de naissance, meurent
et produisent des descendants apres un temps exponentiel 8(.) moyen, etc.

Ce processus est appelé diffusion branchante d-dimensionnelle avec un taux de
branchement £5(.).

Position x

4

Time £

Figure 3: Processus de branchement

Remarque 1 (5(.) temps exponentiel) Un temps exponentiel 5(.) peut étre
généré comme la premiére fois a défaut T d’un processus de Poisson

t
T:inf{tSO‘/ B(s)ds < —1nU}
0
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ot U est une variable aléatoire uniforme dans [0,1]. La probabilité de survie
dans Uintervalle [0,T] est e Jo B&)ds ot 1g probabilité de défaut dans [t,t + dt]
est e~ foT'B(S)dsﬁ(t)dt.

En particulier, si B est une constante, le temps exponentiel suit la loi Exp(f).

Notons N; le nombre de particules en vie a l'instant ¢ et (2)1 < i < Ny leurs
positions respectives. Définissons

Nt )
a(t,x) = JE?t,l-[H 9(27)]

avec la convention H?:1 =1

Théoreme 2 Supposons ||g|lec < 1. Alors G est une solution de viscosité d
I'EDP semi-linéaire (4).

4.2 Processus de branchement indiqué

Processus de branchement indiqué est une généralisation de processus de branche-
ment.

Pour EDP

Ou+ Lu+ B(t) (F(u) —u) = 0 (6)
uT,x) = g(x) (7)

ou F(u) => ?;0 apu® une série de puissance en u avec rayon de convergence
. 1 ;.
R =1/limsup,, , |an|~. Pour convenance, on écrit F' comme

F(u) = Z appru®
k=0

pour quelques probabilités pir que nous laissons non précisées pour le moment.
Onapk7é()etdk:g—: pour ay # 0, et on pose pr, = 0 et ax = 0 pour ax = 0.
On définit

NT [e.°]
. ; _Q
a(t,x) = Eoo[[ [ 9(o1) TT @]
i=1 k=0
ou €, = nombre de branchement de type k. @ est bien défini seulement si
NT o0
Eo[[[o(zp) [T @] < o0
i=1 k=0

Théoréme 3 Supposons i € L>([0,T] x RY) avec ||a]| , < R. Alors i est une
solution de viscosité a I’EDP (6).
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4.3 Exemples numériques

On prend un exemple simple de ’'EDP semi-linéaire
ou o2 0%
e T 442 — -

ot F g tA ) =0
u(T,z) = g(x)

On a déja la méthode de différences finies et la simulation Backward pour
résoudre cet EDP numériqument. De plus, dans cette section, on obtient une
autre numérique via les processus de branchement.

Pour la simulation, on prend zo =0, 0 = 1, 8 = 0.05, g(z) = 1.>0.

Table 3: Résultats numériques en %
F(U) UgIJB u('JBSDE uléranch 95% 1C de ugranch
u? 42.16 | 43.88 42.24 [42.04, 42.24]
—u? | 23.64 | 24.93 23.81 [23.69, 23.93]
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5 Conclusion

En conclusion, on a bien réussit notre objectif.

- On a étudié le probleme du controéle stochastique, et sa solution classique
: la méthode des différences finies pour 1’équation HJB associée.

- Dans ce projet, on a principalement étudié la présentation des BSDEs
pour des équations EDPs (en particulier équation HJB). Le modele & la
volatilité incertaine demande le controle dans le terme de diffusion, qui
nécessite 2-BSDE autre que 1-BSDE. Dans la simulation Backward, on a
utilisé la technique de régression empirique. La méthode primale produit
un sous-estimateur, et la méthode duale produit un sur-estimatuer.

- A lafin, on a aussi étudié 'EDP semi-linéaire et sa solution numérique via
des processus de branchement. On s’intéresse par ce probleme parce que
la solution des EDPs non-linéaries peuvent étre approché par la solution
des EDPs semi-linéaires.
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